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Le but de cet expose est de presenter une famille d'algebres de von Neumann introduite 
Q ! par Shlyakhtenko et de donner un apergu des resultats de classification des algebres de 
ri ! cette famille. Ces algebres de von Neumann sont construites dans le cadre des probabilites 
. libres de Voiculescu. 

Murray et von Neumann ont initie la classification des algebres de von Neumann. lis ont 
demontre que chaque algebre de von Neumann s'ecrit comme integrale directe de facteurs 
>- I (algebres de von Neumann de centre trivial) et ils ont classifie les facteurs en differents 
types : I, II et III. Dans sa these j7], Connes a raffine cette classification en introduisant 
|Q I les sous-types IIIa (0 < A < 1). La construction de Shlyakhtenko donne tout un monde 
O ! d'exemples de facteurs de type IIIi, c'est-a-dire le plus haut dans la « hierarchic » des 



facteurs. 

^ ■ L'idee de Shlyakhtenko est de donner dans le cadre des probabilites libres de Voiculescu 

' une version du foncteur CAR (relations d'anticommutation canoniques) et des etats quasi- 
libres associes. Le foncteur CAR associe a chaque espace de Hilbert H la C*-algebre unifere 
^ ■ universelle CAR{H) engendree par la famille {a(^) | ^ G H} telle que 

><■ 



' (1) '^(0 6st lineaire, 



(2) les relations d'anticommutation canoniques sont verifiees 

a{r])a{0* + a{0*a{7^) = {7^,01, 
a{Oa{v) + a{r])a{0 = . 

Les relations d'anticommutation canoniques peuvent etre realisees par les operateurs de 
creation sur V espace de Fock antisymetrique. Tout operateur S agissant sur H tel que 
< S < 1 donne lieu a un etat us de la C*-algebre CAR(if), qu'on appelle etat quasi- 
libre de covariance S. Les representations GNS |HI associees aux etats quasi-hbres ont ete 
beaucoup etudiees [121 [13 CI- Dans une telle representation, le bicommutant CAR(if)" 
est une algebre de von Neumann. Chaque etat quasi-libre sur CAR(if ) donne done une 
algebre de von Neumann qui s'avere etre un facteur. Les travaux d'Araki & Woods [2] 
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et de Powers & St0rmer permettent de determiner le type de ces facteurs d'Araki- 
Woods^. Plus precisement, si < A < 1, il existe exactement une classe d'isomorphisme de 
facteurs d'Araki- Woods de type IIIa et il existe une famille non-denombrable de facteurs 
d'Araki- Woods de type IIIq et mutuellement non-isomorphes. 

Remarquons que les facteurs d'Araki- Woods sont des facteurs moyennables. Dans j3] 
Connes a reussi a donner une classification complete des facteurs moyennables. C'est un 
des resultats les plus profonds de la theorie des algebres de von Neumann. Pour chacun 
des types IIi, IIoo, (0 < A < 1) il existe un unique facteur moyennable. Les facteurs 
moyennables de type IIIq sont classifies par un invariant en theorie ergodique qu'on appelle 
flot des poids. L'unicite du facteur moyennable de type IIIi est du a Haagerup [10]. Dans 
le cadre des probabilites libres, nous allons obtenir des facteurs non-moyennables. En 
particulier Shlyakhtenko construit une famille non-denombrable de facteurs de type IIIi, 
non-moyennables et mutuellement non-isomorphes. 

L'analogue en probabilites libres du foncteur CAR associe a un espace de Hilbert reel 
H^, la C*-algebre universelle T{H]^) engendree par la famille {s(^) | ^ G H^} telle que 

- s(^) est auto-adjoint pour tout ^ G H^, 

- ^ ^ s{^) est R-lineaire, 

- MOW < U\\ pour tout e e i/M. 

Pour chaque plongement isometrique ^ H de dans un espace de Hilbert H, on 
obtient une representation de T{H^) sur V espace de Fock plein 

oo 
n=l 

en posant s(^) = (£(^) + £(^)*)/2 oil £(^) est I'operateur de creation. 

La construction des facteurs d'Araki- Woods libres suppose la donnee d'un groupe a 
un parametre {Ut) de transformations orthogonales d'un espace de Hilbert reel qui 
induit un plongement isometrique ^ H de H]^ dans le complexifie H. On obtient une 
representation de T{H]s.) dont I'image est note T{H]^, Ut). Le facteur d'Araki- Woods libre 
r(i7]R, Ut)" est I'algebre de von Neumann engendree par T{H]^, Ut). La restriction de I'etat 
du vide au facteur T{H]^, Ut)" est I'etat quasi-libre libre note (pu. Alors, T^H^, Ut)" est un 
facteur de type III, sauf si Ut = id pour tout t G M. 

Nous commengons cet expose par rappeler la classification des facteurs de Connes et les 
probabilites libres de Voiculescu et par une presentation de plusieurs points de vue sur nos 
donnees essentielles, les representations orthogonales de M. Au ^nous definissons I'algebre 
de von Neumann r{H]^,Ut)" avec I'etat quasi-libre libre ipu. Nous etudions en detail le 
cas ifjR = muni de la representation de M par rotations. Au ^ nous presentons les 

-^11 decoule des travaux de Powers & St0rmer que les facteurs associes aux etats quasi-libres sont des 
produits tensoriels infinis de matrices 2 fois 2 (des facteurs ITPFI2). Plus generalement, Araki & Woods 
etudient et determinent le type des produits tensoriels infinis de facteurs de type I (les ITPFI) et il y a 
des ITPFI qui ne sont pas ITPFI2. 



937-03 



principaux resultats de classification et de non-isomorphisme des facteurs d'Araki- Woods 
libres obtenus par Shlyakhtenko : 

- Classification complete des facteurs d'Araki- Woods libres associes a une representa- 
tion (Ut) presque-periodique. 

- Construction d'une famille non-denombrable de facteurs d'Araki- Woods libres non- 
presque-periodiques et mutuellement non-isomorphes. Ces facteurs sont distingues 
par leur invariant r de Connes. 

- Construction de deux facteurs d'Araki- Woods libres non-isomorphes et ayant le meme 
invariant r de Connes. Ceci est une application de la notion de dimension entropique 
libre introduite par Voiculescu jlHl ED] • 

- Demonstration que la classe d'isomorphisme d'un facteur Araki- Woods libre pent 
dependre de la multiplicite de la representation (Ut). Ce resultat est demontre a 
I'aide de la notion d'algebre de von Neumann solide due a Ozawa [T^ . 

La classification complete des facteurs d'Araki- Woods libres reste un probleme ouvert. 
Les resultats de non-isomorphisme presentes au ^montrent qu'un facteur d'Araki- Woods 
libre T{H^^, Ut)" depend fortement de la classe de la mesure spectrale de la represen- 
tation {Ut). Ce probleme de classification est beaucoup plus difficile que la classification 
des facteurs d'Araki- Woods, pour la raison suivante. Powers et St0rmer J3] demontrent 
essentiellement que deux facteurs d'Araki- Woods associes a des etats quasi-libres sont 
isomorphes si leurs operateurs de covariance different d'un operateur d'Hilbert-Schmidt. 
En particulier, d'apres un resultat de von Neumann, il suffit de considerer le cas d'un 
operateur de covariance diagonalisable. Ceci n'est plus le cas pour les facteurs d'Araki- 
Woods libres. Une grande partie des facteurs d'Araki- Woods libres ne pent etre obtenue 
par des representations orthogonales presque-periodiques. 

Dans le dernier ^nous presentons un nouveau resultat sur les produits libres ce qui 
permet au ^2.31 de demontrer un resultat un peu plus general que dans Particle 

II y a un certain nombre de resultats et d'applications dans la theorie des facteurs 
d'Araki- Woods libres dont on ne parlera pas en detail dans cet expose. Notons que 
Shlyakhtenko a demontre dans [22] que les facteurs d'Araki- Woods libres Tx de type 
IIIa (0 < a < 1) sont des facteurs premiers : ils ne peuvent etre ecrits comme pro- 
duit tensoriel de deux facteurs diffus (sans projecteurs minimaux). Dans Pisier et 
Shlyakhtenko utilisent des facteurs d'Araki- Woods libres comme modeles pour demontrer 
une inegalite de Grothendieck pour les espaces d'operateurs. Dans PHI les facteurs d'Araki- 
Woods libres sont utilises pour construire des actions exterieures de groupes quantiques 
localement compacts. 

Je remercie S. Baaj, E. Germain, D. Shlyakhtenko et G. Skandalis pour leur aide pen- 
dant la preparation de cet expose. 
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1. RAPPELS 

1.1. Algebres de von Neumann. Type des facteurs. 

On rappelle que pour un ensemble X d'operateurs bornes sur un espace de Hilbert H, 
X C B{H), on appelle commutant de X et on note X' I'ensemble de tous les operateurs 
T e B(i?) qui commutent k X. Si A (Z B(iJ) est une sous-algebre involutive qui agit d'une 
fagon non-degeneree sur H, le bicommutant A" coincide avec I'adherence de A dans B{H) 
pour la topologie faible, c'est-a-dire la topologie donnee par les semi-normes T i— > | (T^, r))\, 
ou^,r] e H. 

On appelle algebre de von Neumann toute sous-algebre involutive M C B(if) qui est 
egale a son bicommutant : M = M" . cc qui cquivaut a dire que M est faiblement ferme 
et 1 G M. Un facteur est une algebre de von Neumann dont le centre est rcduit aux 
scalaires. Si G est un groupe localement compact, I'algebre de von Neumann du groupe 
G notee L{G) est le bicommutant {A^ | g G G}" on (Ag) est la representation reguliere du 
groupe G sur I'espaee de Hilbert LF'{G). 

Murray et von Neumann ont classifie les facteurs en type I, II et III. Les facteurs de type 
I sont ceux qui possedent des projecteurs minimaux. lis sont isomorphes a Af„(C) (type 
I„) ou B(£^) (type loo)- Les facteurs de type IIi sont ceux qui admettent une trace finie et 
qui sont de dimension infinie (pour exclure le cas I„). L'exemple type d'un facteur IIi est 
donne par I'algebre de von Neumann L{G) d'un groupe discret G dont {e} est la seule 
classe de conjugaison finie (on dit que G est CCI). Les groupes libres F„ a n generateurs 
sont des exemples de groupes CCI {n peut etre oo). Les facteurs de type 11^ sont ceux 
qui sont de la forme A^®B(£^) avec N un facteur IIi. Ce sont exactement les facteurs qui 
admettent une trace infinie semi-finie et qui ne sont pas de type I. Un facteur de type I 
ou 11 est dit semi-fini. 11 admet toujours une trace semi-finie. Finalement les facteurs de 
type III sont ceux qui n'admettent pas de trace non-nuUe. 

Remarque 1.1. — Dans tout I'expose les espaces de Hilbert sont supposes separables et 
les algebres de von Neumann a predual separable, i.e. admettant une representation fidele 
sur un espace de Hilbert separable. 

1.2. Classification des facteurs de type III d'apres Connes 

Un etat normal d'une algebre de von Neumann M est une forme lineaire faiblement 
continue o; : M ^ C positive {uj{x) > quand a; > 0) qui satisfait tc;(l) = 1. Un etat est 
dit fidele si a; = des que a;(x) = et a; > 0. Toute algebre de von Neumann a predual 
separable admet un etat fidele. 

La theorie de Tomita-Takesaki associe a tout etat fidele uj un groupe a un parametre 
((T^) d'automorphismes de M appele groupe modulaire et caracterise par 

- ua'^ — UJ pour tout t G R, 
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- uo satisfait la condition KMS par rapport a (cr^) : pour tout x, y G M, il existe une 
fonction continue f : {z E C \ Q <\m.z < 1} ^ C qui est analytique a I'interieur de 
la bande et qui satisfait 

fit) =uj{xa^{y)) et f{t + i)=uj{a'^{y)x) pour tout t G M . 

Une bonne introduction a la theorie modulaire de Tomita-Takesaki se trouve dans |27j . 

Le theoreme de Radon- Nikodym de Connes [7] permet de comparer les groupes mod- 
ulaires de deux etats fideles u, fi sur M. En effet, il existe une application faiblement 
continue t t— > de M dans le groupe unitaire de M telle que 

- Ut+s = Utcrf{us), 

Les groupes modulaires de deux etats fideles different done par une perturbation interieure. 
II s'en suit qu'une algebre de von Neumann a une dynamique intrinseque donnee par les 
groupes modulaires des etats fideles et determinee a perturbation interieure pres. 

Definissons le groupe polonais Aut M des automorphismes de M muni de la topologie 
induite paries distances d{a,P) = \\Lja — uJi3\\ et d{a,l3) = ||u;q;~^ — u;/5~^||, oii parcourt 
les etats de M. A chaque unitaire u G M, on associe Vautomorphisme interieur Adw defini 
par (AdM)(a;) = uxu*. Les automorphismes interieurs forment un sous-groupe distingue 
Int M de Aut M . Le groupe quotient est note Out M. Le theoreme de Radon-Nikodym 
permet de definir un homomorphisme 5 : M — > Out M qui envoie t a la classe de et qui 
ne depend pas du choix de u. 

Invariant T . Soit oj un etat fidele sur un facteur M avec groupe modulaire {at). Dans [7] 
Connes a introduit le sous-groupe T{M) de M : 

T(M) = {teR\a'^ e Int M} . 

D'apres le theoreme de Radon-Nikodym, I'invariant T{M) ne depend pas du choix de 
I'etat u. C'est done un invariant de I'algebre de von Neumann M. 

Flot des poids. A chaque facteur M est associe une algebre de von Neumann semi-finie : 
c'est le produit croise M >i(at) K de M par le groupe modulaire (at) d'un etat fidele sur 
M. Sur le produit croise M X(<jt) il existe une trace semi-finie canonique. Le produit 
croise M X(o-() M admet une action duale (Og) de par automorphismes. La restriction 
de Faction {9s) au centre du produit croise s'appelle le flot des poids de M. Grace au 
theoreme de Radon-Nikodym, le fiot des poids ne depend pas du choix de I'etat fidele. 

Facteur s de type IIIx. Notons que le fiot des poids est une action ergodique de M!^ sur un 
espace mesure. Or une telle action est ou bien transitive ou bien proprement ergodique, 
d'oii la classification suivante : 

- M est semi-fini si c'est Taction de sur R^, 

- M est de type IIIa avec < A < 1 si c'est Taction de R\_ sur R*_^_/X^, 

- M est de type IIIi si c'est Taction de Ml sur un point. 
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- M est de type IIIq si c'est une action proprement ergodique. 

Combes a donne un apergu des resultats de classification de Connes dans jlj. 

Murray et von Neumann ont construit deux facteurs de type IIi non-isomorphes : le 
facteur hyperfini TZ et le facteur L{¥2) du groupe libre a 2 generateurs. lis sont non- 
isomorphes car IntL(F2) est ferme dans AutL(F2) tandis que liatTl est un sous-groupe 
dense non-trivial de AutT^. 

Facteurs pleins et invariant t. Un facteur M est dit plein si Int M est un sous-groupe 
ferme de Aut M. Pour un facteur plein, le groupe quotient Out M est un groupe polonais. 
Pour un tel facteur plein Connes [HI introduit un nouvel invariant : 

r(M) = la topologie la plus faible sur R qui rend continue I'application 5 : M Out M 

Les facteurs d'Araki- Woods fibres sont des facteurs pleins. Nous remarquons qu'un facteur 
plein ne pent etre de type IIIq. 

1.3. Probabilites fibres d'apres Voiculescu 

Une introduction plus complete aux probabilites libres de Voiculescu se trouve dans le 
livre [3lj ou dans PE] . 

Un espace de probabilites non-commutatif est une paire {A, ip) oil A est une algebre 
unifere et (p est une forme lineaire verifiant v'(l) = 1. Dans cet expose on s'interesse 
surtout aux algebres de von Neumann : A est une algebre de von Neumann et (p un etat 
normal. Les elements de A s'appellent toujours variables aleatoires. La distribution d'un 
element x G A est I'application qui a un polynome P G C[X] associe ip{P{x)). Si A est 
une algebre de von Neumann et x un element auto-adjoint, la distribution de x est une 
mesure de probabilites dont le support est contenu dans [— ||a;||, ||x||]. 

Notation 1.2. — Si {M^ip) et {N,n) sont des algebres de von Neumann munies d'etats 
(fi et /i, la notation (M, ip) = {N, /i) signifie qu'il existe un *-isomorphisme a : M — >• iV tel 
que fia = (p. 

Definition 1.3. — Soit {A,(p) un espace de probabilites non-commutatif. Une famille 
{Ai)i^j de sous-algebres est dite libre si pour tout k et toute suite d'elements aj G Ai^ 
(j = 1, . . . , k) satisfaisant (piaj) = et ij ^ ij+i, on a (p{ai ■ ■ ■ a^) = 0. 

Une famille d'elements {xi)i^j est dite libre (resp. *-librej si les algebres (resp. *- 
algebres) Ai engendrees par Xi forment une famille libre de de sous-algebres de A. 

Les produits libres fournissent des exemples de families libres. 

Proposition 1.4. — Soit {Mi,ipi) une famille d'algebres de von Neumann munies d'un 
etat fidele. Alors, il existe, a isomorphisme pres, une unique paire {M,ip) d'une algebre 
von Neumann munie d'un etat fidele, telle que 

- {Mi,ipi) se plonge dans {M,{p) en preservant I'etat, 
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- M est engendree par la famille de sous-algebres (Mi) qui est une famille libre dans 
(M,^). 

On appelle {M,(p) le produit libre des {Mi,ipi) et on note {M,(p) = * {Mi,ipi). 

1.4. Representations orthogonales de M 

La donnee de la construction des etats quasi-libres libres et des facteurs d'Araki- Woods 
libres associes, est une representation de M par transformations orthogonales. 

Terminologie 1.5. — On appelle representation orthogonale de M tout groupe a un 
parametre de transformations orthogonales d'un espace de Hilbert reel H]^. 

Soit (Ut) une representation orthogonale de M sur I'espace de Hilbert reel H^. Le com- 
plexifie H = H^^C admet une involution anti-unitaire J (I'operateur de conjugaison com- 
plexe) et les transformations orthogonales (Ut) s'etendent en un groupe a un parametre 
d'unitaires sur H, qu'on notera toujours (Ut). 

II existe alors un unique operateur auto-adjoint strictement positif A sur H tel que 
Ut = v4** pour tout t G M. On a JAJ = A^^. L'operateur A permet de definir un nouveau 
plongement isometrique 

En effet, si ^ G H^, on a = ^ et done 

On notera I'image de par ce plongement. Alors, est un espace de Hilbert 
reel, isometriquement plonge dans un espace de Hilbert complexe H verifiant la propriete 
suivante : 

(*) n iK^ = {0} et + iK^ est dense dans H. 

Dans ^Hj on demontre que chaque plongement isometrique Kjg^ C H satisfaisant la condi- 
tion {-k) provient d'une representation orthogonale de M sur un espace de Hilbert reel 
par la construction presentee ci-dessus. 

Ecrivons T = Jy4~^/^. Alors T est un operateur anti-lineaire ferme et inversible sur H 
qui satisfait T = T~^. Un tel operateur s'appelle une involution sur H . Reciproquement 
une telle involution T admet une decomposition polaire T = JA^^^"^ dans laquelle J est 
une involution anti-unitaire sur H ei A est un operateur auto-adjoint strictement positif 
satisfaisant JAJ = A~^. Posons = {C, E H \ J^ = ^} et Ut = A**. On obtient ainsi une 
representation orthogonale de M. On remarquera que I'espace correspondant consiste 
des vecteurs ^ dans le domaine de T qui satisfont = ^. 

On a alors obtenu plusieurs points de vue differents sur les representations orthogonales 
de R. 
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(1) Un groupe a un parametre de transformations orthogonales d'un espace de Hilbert 
reel. 

(2) Un plongement isometrique d'un espace de Hilbert reel dans un espace de Hilbert 
complexe verifiant {-k). 

(3) Une involution T sur un espace de Hilbert. 

Finalement on pent considerer la decomposition spectrale de I'operateur log A. Comme 
J (log A) J = — log A, la classe de la mesure spectrale de log A est symetrique. Les repre- 
sentations orthogonales de M sont done classifiees par une classe de mesures symetrique 
sur M et une fonction de multiplicite symetrique. 

2. FACTEURS D'ARAKI- WOODS LIBRES 

Le foncteur CAR associe a tout espace de Hilbert H la C*-algebre CAR(iir) (voir 
introduction). Oubliant la structure complexe de H on pent ecrire CAR{H) comme une 
algebre de Clifford. Soit H]^ un espace de Hilbert reel. On note Cliff (ifig) et on appelle 
algebre de Clifford la C*-algebre universelle engendree par la famille {s{^) \ C, G H^} telle 
que s(^) est auto-adjoint pour tout ^ G H^, ^ t— > s{^) est M-lineaire et 

Cette derniere condition etant equivalente a s(^)^ = pour tout ^ G H^, on voit 

comment le foncteur \—>- r{H^) est une version libre du foncteur Cliff. 

A chaque plongement isometrique ^ H de dans un espace de Hilbert complexe 
H est associee une representation de Cliff (ifig) sur V espace de Fock anti- symetrique (ou 
fermionique) : 

oo 
n=l 

posant s(^) = a(^)* + a(^) oii a(^) est I'operateur de creation a gauche. Remarquons 
que cette representation de Chff(if]R) est en fait la representation GNS d'un etat quasi- 
libre. L'algebre de von Neumann engendree par les operateurs s(^),^ G est un facteur 
d'Araki-Woods. 

Shlyakhtenko donne une version libre de la construction precedente et appelle le facteur 
engendre facteur dAraki- Woods libre. 

2.1. Etats quasi-libres libres 

Donnons nous une representation orthogonale (Ut) de R sur I'espace de Hilbert reel i^R. 
Comme au ^1.4t nous regardons le complexifie H de H]^ avec I'involution anti-unitaire J 
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et I'operateur auto-adjoint strictement positif A tel que Ut = A**. Introduisons I'espace de 
Fock plein de H : 

oo 



n=l 



Le vecteur unite Q s'appelle vecteur du vide. Pour chaque vecteur ^ E H , nous disposons 
de I'operateur de creation a gauche 

L'adjoint s'appelle operateur d' annihilation. 

Pour chaque vecteur ^ G if, notons s(^) la partie reelle de donnee par 

Un resultat crucial de Voiculescu [HI] dit que la distribution de I'operateur s(^) par rapport 
a I'etat vectoriel du vide donne par ^p{x) = {xQ, Q) est la loi semi-circulaire de Wigner 
supportee par I'intervalle [— 1|^||, ||^||]- 

Rappelons que I'operateur A permet de definir un plongement de dans H dont 
I'image est notee K^. On pent alors formuler la definition centrale de cet expose 

Definition 2.1. — Soit (Ut) une representation orthogonale de M sur I'espace de Hilbert 
reel H^. Le facteur d'Araki- Woods libre^ note T{Hr, Ut)" est defini par 

T{Hu,Ut)" = {s{0 l^eK^}" . 
L'etat vectoriel ipu{x) = {xQ,Q) est appele etat quasi-libre libre. 

Rappelons que T = JA^^^"^ est I'involution sur H associee a (Ut). Pour ^,77 G K^, on 
verifie que 

ou ( = ^ + irj. On conclut que T{H^, Ut)" est egalement I'algebre de von Neumann 
engendree par les operateurs i{() + i{T()* ou ( appartient au domaine de T. 
Le resultat suivant est facile a demontrer. 

Proposition 2.2. — L'etat quasi-libre libre ipu surr{H^,Ut)" estfidele. Le groupe mod- 
ulaire {cxt) de I'etat (fu esi donne par 

(^t{s{0) = s{UtO Pou^ tout t G R,^ e -R'r . 

La construction des facteurs d'Araki- Woods fibres est fonctorielle dans un sens precis. 
En effet on considere la categoric dont les objets sont les paires (i^K, Ut) et les morpfiismes 
sont les contractions entre espaces de Hilbert qui entrelacent les representations. A cfiaque 
morpfiisme {H^\ul;^^) {H^\uj;'^^) correspond une application completement positive 

^Nous verrons que T{H]^, Ut)" est effectivemeiit un facteur des que dimi/R > 2. 
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T{H^\ f/j^^)" T{H^\ ul^'^)" normale et unifere, preservant les etats quasi-libres libres. 
On notera T" ce foncteur. 

La categorie des paires (i^K, Ut) admet une structure additive : la somme directe. 
Shlyakhtenko demontre que le foncteur F" entrelace les operations somme directe et pro- 
duit libre. 

Proposition 2.3.— Soit {H^\ui'^) i(zj une representation orthogonale de M. Posons 
{H^,Ut) = ®^iH^\ui'^). Alors, 

{T{H^,u,y\^u) = * (r(/7«,f/«r,^^«) . 

2.2. Variables circulaires generalisees 

Pour comprendre la structure des algebres de von Neumann (T{H]s^,Ut)" ,ipu) il est 
naturel de considerer d'abord les representations orthogonales irreductibles de M. Le cas 
= M et f/f = id est facile : I'algebre est engendre par un seul operateur dont la 
distribution par rapport a (pu est la loi semi-circulaire, d'apres le resultat de Voiculescu. 
On trouve done 

(r(M,id)",¥.c;)-(L°°[-l,l],/i) 

oil yU est la mesure semi-circulaire sur [—1, 1]. Si on combine ce resultat avec la proposition 
12.31 on obtient 

(1) (r(i/K,idr,<^t/) = (L(F„),tr) 

oil L(¥n) est I'algebre de von Neumann du groupe libre a n = dimifjR generateurs. 
Prenons maintenant Hm = et < A < 1. Posons 



(2) Ut 



cos(i(:logA) — sin(tlogA) 
sin(tlogA) cos(tlogA) 



En prenant la base orthonormale = ^(1,— z), ,^2 = complexifie H = C^, 

on voit que I'algebre de von Neumann T{HR,Ut)" est engendree par I'operateur £{(,2) + 
VXii^i)* sur I'espace de Fock plein ^^(C^). 

Notation 2.4. — On notera {Tx,ip\) := T{H^,Ut)" ou = et Ut est donne par 
I'egalite Q. 

Pour comprendre I'algebre Tx, il faut etudier la *-distribution de I'element ^(^2) + 
a/A£(^i)* par rapport a I'etat vectoriel du vide. Un tel element s'appelle element circu- 
laire generalise. Dans le cas A = 1, on retrouve I'element circulaire y de Voiculescu |,31j . 
Voiculescu a demontre que la decomposition polaire y = ub d'un element circulaire donne 
un unitaire de Haar u et un operateur h quart- circulaire. Ceci veut dire que la distri- 
bution de u est la distribution uniforme sur le cercle et que la distribution de h suit la 
loi quart- circulaire supportee par I'intervalle [0, 1]. Shlyakthenko a demontre dans jSH] un 
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resultat analogue pour les elements circulaires generalises. Ce resultat permet de donner 
une description alternative de (Tx,ipx). 

Theoreme 2.5. — Soit < \ < 1 et soit y = + y/Xi{^2)* I'element circulaire 

generalise associe dans {Tx, (px)- Notons y = vb la decomposition polaire de y. Alors v est 
une isometrie non-unitaire qui satisfait {px{v''{v*y) = 6kiX'' ■ La distribution de I'operateur 
b est sans atomes. Les elements u et b sont *-libres. 

Un coroUaire immediat de ce resultat est que 



oil Uxicij) = 6ijX^{l — A) et /i est la loi semi-circulaire sur [—1, 1]. Bien evidemment, au 
lieu de /i on pourrait prendre n'importe quelle autre mesure de probabilites sans atomes. 

L'isomorphisme Q est crucial. II permet de realiser [Tx, (px) en representant d'une 
maniere libre (B(£^(N)), ux) et 1, 1], /x) dans un espace de probabilite non-commuta- 

tif. Slilyakhtenko trouve dans [23 de telles representations qui permettent de comprendre 
la reduction de I'algebre Tx par un projecteur minimal de B(£^(N)). On les appelle modeles 
matriciels. C'est un outil puissant qui permet de demontrer des resultats d' absorption libre. 

Theoreme 2.6. — On a 



oil fi est la mesure semi-circulaire et tr est la trace sur le facteur L(¥oo) du groupe libre 
a une infinite de generateurs. 

2.3. Type des facteurs d'Araki- Woods libres 

A I'aide du theoreme 12. 6t on pent finalement demontrer que T{H]^, Ut)" est toujours un 
facteur quand la dimension de est au moins 2. On pent en meme temps determiner le 
type de ce facteur et son invariant r. 

Theoreme 2.7. — Soit {Ut) une representation orthogonale de M sur I'espace de Hilbert 
reel H]^ de dimension au moins 2. Notons M = r(ifiR, Ut)" ■ 

(1) M est un facteur plein. 

(2) M est de type IIi ssi Ut = id pour tout t G M. 

(3) M est de type IIIx (0 < A < 1) ssi (Ut) est periodique de periode p^^- 

(4) M est de type IIIi dans les autres cas. 

(5) L 'invariant t{M) est la topologie la plus faible surK. qui rend continue V application 
t ^Ut c?e M dans le groupe orthogonal de muni de la topologie faible. 

(6) Le facteur M admet des etats presque-periodiques ssi {Ut) est presque-periodique. 



(3) 



{Tx,^x) = m'm).^x) * {L^[-l^l^^) 



{Tx,^x) = iTx,^x)*{L'^[ 



l,l],fi) = {Tx,ipx)*{L{¥^),ti) 
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Nous donnons ici plus de details pour la demonstration de ce theoreme. Shlyakhtenko 
determine I'invariant r(M) dans |2S!, mais en supposant que la representation orthogonale 
[Ut) contient ou bien une representation periodique ou bien une representation triviale de 
dimension 2. Nous suivons la meme methode que Shlyakhtenko, mais utilisons le nouveau 
lemme l^!T] qui est plus fort que le lemme des 14e de Barnett [3] utilise par Shlyakhtenko. 
Shlyakhtenko demontre (l)-(4) dans [23 pour les representations presque-periodiques et 
dans |23] pour le cas general, mais par d'autres methodes que nous. 



Preuve du theoreme "WTi — II suffit de demontrer (1) et (5). En effet, un facteur plein 



est semi-fini (c'est-a-dire, de type I ou II) ssi r(M) est la topologie grossiere. Dans ce 
cas-la, on conclut de (5) que Ut = id pour tout t G M et d'apres I'isomorphisme ((H), M 
est un facteur IIi. Ceci demontre (2). Un facteur plein n'est jamais de type IIIq. Comme 
r(M) est la topologie la plus faible qui rend continue I'application 5 : M — » Out(M), on 
conclut de (5) que 6{t) = 1 ssi Ut = id. Ceci demontre (3) et (4). Finalement, demontrons 
(6). Si M admet un etat presque-periodique, le groupe M munie de la topologie r(M) pent 
etre complete en un groupe compact. II existe done un groupe compact G, un plongement 
M C G et une extension de t ^ Ut en un homomorphisme continu G 0{H^). Ceci veut 
dire que {Ut) est presque-periodique jH]. Reciproquement, si (Ut) est presque-periodique, 
I'etat quasi-libre libre est un etat presque-periodique. 

II nous reste a demontrer (1) et (5). Ceci est evident quand Ut = id pour tout t G M. 
Le deuxieme cas qu'on considere est celui oii (Ut) contient la representation donnee par 
I'egalite ^ avec < A < 1. Notons son complement par (U^) agissant sur if^. D'apres le 
theoreme EBl on a 



(M,^)^(T,,^,)*(r(iJ4,f/;r,^c/') 

= ((T,, * 1], /i)) * 1], ^) * {T{H^, U[)\ ^u')) . 

Comme 1, 1], /i) contient un unitaire de Haar, on pent apphquer la proposition 

14.21 On conclut que M est un facteur plein et que I'invariant r(M) est la topologie la 
plus faible sur M qui rend continues les deux applications t af^ et t i— > crf^'. Par la 
proposition 12.21 ceci est exactement la topologie la plus faible sur M qui rend continue 
I'application t \—>- Ut- 

Finalement, nous considerons le cas oii la representation {Ut) ne contient pas de repre- 
sentation periodique et n'est pas triviale. II est alors clair qu'on pent decomposer Ut en 
trois composantes non- triviales Ut = U^^^ © f/f ^ © f/f \ Les enonces (1) et (5) decoulent 
des propositions 12.31 et 14.21 ainsi que du lemme 14.31 □ 

Pour chaque representation orthogonale non-periodique {Ut) de R, le facteur d'Araki- 
Woods libre T{H^, Ut)" est done un facteur de type IIIi dont I'invariant r est la topologie 
la plus faible qui rend continue I'application t y-* Ut- 
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Remarque 2.8. — Dans [S^ Connes part d'une mesure finie /i sur telle que 
f A dji{\) < oo. On y associe la representation unitaire (Ut) de M sur L'^{R\,fi), defini 
par {Ut^){\) = A**^(A). On suppose que (Ut) est non-periodique. 

Connes definit P = M2(L°°(]R^, /x)) muni de I'etat (f proportionnel a la forme positive 

fu{\)dfi{\) + j A/22(A) rf/i(A) . 

Prenons un groupe discret infini G et definissons le produit tensoriel infini 

Poo = (g)(P,^). 

gdG 

Alors G agit sur Pqo par automorpliismes de decalage des facteurs tensoriels et on considere 
le produit croise M = Pqo x G- De cette maniere M est un facteur de type IIIi. Connes 
demontre que pour G = F„ (ra = 2, . . . , +oo), M est un facteur plein et I'invariant r(M) 
est la topologie la plus faible qui rend continue I'application t i— > Ut. Les facteurs de type 
nil de Connes et ceux de Shlyakhtenko peuvent-ils etre isomorphes ? 



3. CLASSIFICATION DES FACTEURS D'ARAKI- WOODS LIBRES 

3.1. Le cas presque-periodique 

Supposons d'abord que (Ut) est une representation orthogonale presque-periodique. Ceci 
veut dire que I'operateur A, qui etait defini sur le complexifie H de par Ut = A**, a un 
spectre purement ponctuel. Soit G C le sous-groupe engendre par le spectre ponctuel 
de A. Shlyakhtenko |2S| demontre que ce sous-groupe classifie les facteurs dAraki-Woods 
litres presque-periodiques. 

Theoreme 3.1. — Soit {Ut) une representation orthogonale presque-periodique et non- 
triviale. Soit G le sous-groupe de engendre par le spectre ponctuel de A. Alors, 
{T {H]^, Ut)" , (pu) ne depend que de G a des isomorphismes qui preservent Vetat quasi- 
libre libre pres. 

Reciproquement, le groupe G coincide avec Finvariant Sdiscrct du facteur T {H^, Ut)" 0; 
qui classifie done les facteurs dAraki-Woods litres presque-periodiques et non-triviales. 

En particulier, il decoule de ce theoreme et du theoreme 12.71 que (Tx, ipx) est le seul 
facteur d'Araki- Woods libre de type III^ (0 < A < 1). 

Remarquons que le cas oil Ut = id pour tout t G M reste ouvert. En effet, d'apres I'iso- 
morphisme on salt qu'on obtient le facteur du groupe libre a n generateurs : decider 
si ces facteurs dependent de n est un des problemes ouverts en algebres d'operateurs. 
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3.2. Le facteur de type IIqo associe 

Au ^ nous avons vu qu'on associe a chaque algebre de von Neumann M, une algebre 
de von Neumann semi-finie M X((Tt) ou (cr^) est le groupe modulaire d'un etat fidele sur 
M. On sait que M est un facteur de type IIIi ssi le produit croise M X(o-t)K est un facteur 
de type IIoo- On I'appelle le facteur IIoo associe au facteur M de type IIIi. 

Si M est un facteur de type 111^ (0 < A < 1), on pent prendre un etat fidele sur M 
tel que le groupe modulaire correspondant (at) admette j^^^ comme periode. Le groupe 
modulaire donne done une action du cercle T sur M. Le produit croise M x T est un 
facteur de type IIqo et on a un isomorphisme canonique 

M X(^^) M ^ (M X T) ® L°°(T) . 

Le facteur M x T de type IIoo s'appelle egalement le facteur IIoo associe a M. 

Les facteurs IIoo associes aux facteurs de type IIIa (0 < A < 1) retiennent une certaine 
partie de la structure de M. Dans ce paragraphe on s'en sert pour demontrer certains 
resultats de non-isomorphisme entre les facteurs d'Araki- Woods libre. 

Dans 1^ Shlyakhtenko calcule le facteur IIoo associe au facteur d'Araki- Woods libre 
(Tx, fx) de type III^. II identifie, grace aux modeles matriciels, le facteur Tx au facteur 
suivant etudie par Radulescu jTTj. 

Dx:={M2{C),u;x)*{L^[-l,l],fi) , 

oil tuxieij) = ^ijj^ pour j = 0, 1, et /i est la mesure semi-circulaire. Dans [T7j Radulescu 
demontre que le facteur IIoo associe a Dx est isomorphe a -L(Foo) ®B(£^). On obtient done 
le resultat suivant. 

Proposition 3.2. — Le facteur IIoo associe au facteur d'Araki- Woods libre {Tx,ipx) est 
isomorphe a L(¥oo) ® B(£^). 

Dans 121] une description plus systematique des facteurs IIoo associes aux facteurs 
d'Araki- Woods libres est donnee. L'idee est la suivante : dans I'isomorphisme (pQ) nous 
avons vu que le facteur d'un groupe libre est engendre par une famille libre d'operateurs 
semi-circulaires. Une telle famille pent etre obtenue par des operateurs de creation sur un 
espace de Fock plein. 

Shlyakhtenko generalise ceci et considere dans [23 une famille libre d'operateurs semi- 
circulaires d coefficients dans une algebre de von Neumann A. On retrouve le cas precedent 
quand A = C On pent construire une telle famille a coefficients dans A en remplagant, 
dans la construction de I'espace de Fock plein, les espaces de Hilbert par des A-modules 
Hilbertiens. Ceci permet d'engendrer le facteur IIoo associe a un facteur d'Araki- Woods 
libre par une famille libre a coefficients dans A = L°°(]R). 

De cette maniere Shlyakhtenko demontre dans [211 121] le resultat suivant. 
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Theoreme 3.3. — Soit (i^K, Ut) un multiple fini ou infini de la representation reguliere 
de M donnee par (L2(]R,]R), At). Alors, lefacteurll^ associe a T{H]^, Ut)" est isomorphe 
dL(Foo)®B(£2). 

Dans |21j Shlyakhtenko identifie Taction duale sur le facteur L(Foo) (8>B(£^) de type Hqo 
associe a r(L^(]R, M), AJ" avec Faction construite par Radulescu dans [TB] . 

3.3. Des resultats de non-isomorphisme 

Comme on a vu au ^1.41 on pent associer a chaque mesure symetrique fi sur M, une 
representation orthogonale (Ut) de R sur I'espace de Hilbert reel defini par 

H^ = {^eL\R,fi)\a-x)=a^} et {UtO{x)=e''^ax) 

On notera r(/i) la topologie la plus faible sur M qui rend continue I'application t ^ Ut de 
M dans O(ifiR) muni de la topologie faible. D'apres le theoreme 12.71 r(/i) est exactement 
I'invariant r du facteur d'Araki- Woods libre T{H^, Ut)". Dans [21] Shlyakhtenko demontre 
qu'il existe une famille non-denombrable de mesures /i sans atomes telles que les topologies 
r(/i) soient distinctes. On obtient le resultat suivant. 

Proposition 3.4. — // existe une famille non-denombrable de facteurs d'Araki-Woods 
libres mutuellement non-isomorphes et sans etats presque-periodiques. 

Les algebres de cette famille peuvent etre distingues par I'invariant r. Neanmoins, on 
verra plus tard que I'invariant r ne suffit pas pour distinguer tons les facteurs d'Araki- 
Woods libres. 

Voiculescu a introduit [30] la notion d'entropie libre . . . , x„) pour des elements 

auto-adjoints xi, . . . dans une algebre de von Neumann finie M munie d'une trace. 
Ceci est utilise pour definir la dimension entropique libre 6{xi, . . . Une application 
spectaculaire de I'entropie libre a ete donne par Voiculescu dans oil il demontre que 
les facteurs des groupes libres n'admettent pas de sous-algebre de Cartan. 

Dans pT| I2SI Shlyakhtenko utilise la dimension entropique libre pour demontrer que, 
dans certains cas, le facteur IIoo associe a un facteur d'Araki-Woods libre ne pent etre 
isomorphe a L{¥^) (g) B(£^). 

Theoreme 3.5. — Soit {Ut) une representation orthogonale non-periodique de M sur un 
espace de Hilbert reel H^. Supposons que la mesure spectrale de 0„>i U^"^ est singuliere 
par rapport a la mesure de Lebesgue. Alors, le facteur 11^ associe a T{H^, Ut)" n'est pas 
isomorphe a L(Foo) ® B(£^). 

En particulier, T{H^., Ut)" n'est pas isomorphe a r(L^(]R, M), At)", oii (Xt) est la repre- 
sentation reguliere de M. 

La condition du theoreme precedent est satisfaite si la topologie la plus faible qui rend 
continue I'application t \^ Ut est strictement plus faible que la topologie usuelle de M. 
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Dans Plj Shlyakhtenko construit une mesure /i sur M telle que toutes les mesures 
fi* ■ ■ ■ * fi sont singulieres par rapport a la mesure de Lebesgue, mais neanmoins r(/i) est 
la topologie usuelle de M. Le theoreme precedent admet done le coroUaire suivant. 

COROLLAIRE 3.6. — // existe des facteurs d'Araki- Woods litres non-isomorphes ayant le 
mime invariant t. 

Comme I'invariant r ne distingue pas tons les facteurs d'Araki- Woods libres, Shlyakht- 
enko propose dans un nouvel invariant S pour les facteurs pleins de type III. Intro- 
duisons quelques notations. Si est une mesure sur M, notons I'ensemble de toutes les 
mesures qui sont absolument continues par rapport a la mesure /i. Dans le cas oii /x est la 
mesure spectrale d'un operateur auto-adjoint et strictement positif A, on pose Ca '■= 
Ceci permet de definir 

S{M) := fl C^^^.. , 

etat fidele sur M 

Oil A<^ est I'operateur modulaire de I'etat ip. On remarque que les mesures dans S{M) 
sont supportees par et que la mesure de Dirac 5i est toujours dans S{M). 

Shlyakhtenko demontre dans [21] que cet invariant S distingue certains facteurs d'Araki- 
Woods libres (non-isomorphes) qui ont le meme invariant r. 

3.4. Le facteur d'Araki- Woods libre depend-il de la multiplicite ? 

A chaque mesure symetrique yU sur M est associee une representation orthogonale (voir 
§3.3|1 . Notons r(/i,n) oil n G {1, . . . , +cxd}, le facteur d'Araki- Woods libre associe a la 
somme directe de n copies de cette representation. 

II decoule du theoreme de classification 13. II que, dans le cas oii /x est une mesure atom- 
ique non-concentree en {0}, le facteur r(/i, n) ne depend pas de n. D'apres le theoreme 12. 71 
I'invariant r d'un facteur r(/i, n) quelconque ne depend pas de n. Neanmoins, Shlyakht- 
enko demontre dans [20] un resultat tres surprenant. 

Theoreme 3.7. — Soit A la mesure de Lebesgue sur M et 60 la mesure de Dirac en 0. 
Alors, r(A + 60, 1) et T{\ + 60, 2) ne sont pas isomorphes. 

Dans sa preuve Shlyakhtenko utilise la notion d'algebre de von Neumann solide due 
a Ozawa ^2] : une algebre de von Neumann est dite solide si le commutant relatif de 
n'importe quelle sous-algebre diffuse et unifere est injectif. Rappelons qu'une algebre de 
von Neumann est dite diffuse si elle n'admet pas de projecteurs minimaux. Une algebre 
de von Neumann solide est necessairement finie. 

Ozawa demontre dans [12] que I'algebre de von Neumann L{G) d'un groupe discret 
hyperbolique G (voir [5]) est solide. En particulier, les facteurs des groupes libres sont 
solides. 

Notons Nn le facteur IIqo associe a r(A + ^O)""-)- Shlyakhtenko demontre que A^i = 
L{¥c,o) ® B(£^). Ceci implique que pNip est une algebre de von Neumann solide pour tout 
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projecteur fini p G Ni. Par contre, il construit egalement un projecteur fini q G N2 tel que 
qN2q ne soit pas solide. 

Remarquons qu'il decoule des resultats de que I'invariant S ne distingue pas 
r(A + 5o,l) et r(A + (5o,2). 

Soit (Ut) une representation orthogonale qui contient une representation periodique 
non-triviale. D'apres le theoreme l2.6l fet la proposition 12. 3j) . on sait que le facteur d'Araki- 
Woods libre associe absorbe (L(Foo),tr) : 

{T{H^,Ut)",^u) = {T{H^,Ut)",ipu) * (i^(Foo),tr) . 

Le deuxieme resultat surprenant de [201 (l^'il existe des facteurs d'Araki- Woods libres 
qui n'absorbent pas (L(Foo),tr). 

Theoreme 3.8. — Soit A la mesure de Lebesgue sur R. Alors, 

r(A,l)^(r(A,l),y.A,i)*(^(Foo),tr). 

4. APPENDICE : SUR LE LEMME DES 14e 

Dans nous demontrons une generalisation du lemme technique 4.1 de |2H1; qui etait 
a son tour une generalisation du lemme des lAe du a Murray & von Neumann ^] (voir 
[21 pour une version adaptee aux produits libres de type III). On exploite le fait que le 
produit libre Gi * G2 de deux groupes non-triviaux Gi, G2 est tres non-moyennable^, sauf 
si Gi = G2 = Z/2Z. Ceci explique le lemme ITT] : il nous faut un element non-trivial dans 
A^i et deux elements non-triviaux dans N2. 

Le lemme ITT] per met de calculer I'invariant r d'un certain nombre de produits libres, 
voir proposition 14.21 

Lemme 4.1. — Soit A^j une algebre de von Neumann munie d'un etat fidele Ui, {i = 1, 2). 
Posons (A^, u) = {Ni, ui) * (A'2, 0^2). Soient a & Ni et b,c & N2. Supposons que les elements 
a, 6 et c appartiennent au domaine de cr^g) (a^) est le groupe modulaire de I'etat u. 
Soit ai un automorphisme de Aj qui satisfait Uiai = Ui, {i = 1,2). Notons a = ai * a2- 
Alors, pour tout x E N, 

||a;— ti;(a;)l||2 < S{a, b, c) max| ||xa — Q:(a)a;||2, \\xb — a{b)x\\2, \\xc — a{c)x\\2} 

+ JF(a, 6, c) 11x112 

ou £{a,b,c) = 6||af + 4||6f + 4||cf , 

T{a,b,c) = 3C(a) + 2C(6) + 2C(c) + 12\uj{cb*) \ \\cb*\\ , 

C{a) = 2\\af ||(T,y2(a) - a\\ + 2||af \\a*a - 1|| + 3(1 + ||af) \\aa* - 1|| + 6|a;(a)| ||a|| . 

^Plus precisement Gi * G2 n'est pas interieurement moyennable. On construit egalement une 
decomposition paradoxale explicite de G. 
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Demonstration. — Representons Ni sur I'espace de Hilbert Hi de la representation GNS 
de uji et soit le vecteur cyclique associe. Posons (H,^) = {Hi,C,i) * (if2,^2)- On rappelle 
PT] que 

H = C^(B{Hi® H{2, /)) © (^2 ® H(l, I)) , 

ou Hi = HiQ Ce^, 

H{2, /) = © ^2 © (^2 ® ^l) © (^2 ® ^1 ® ^2) © • • • , 
/) = © ^1 © (^1 © H2) © (^1 © ^2 © ^l) © ■ ■ ■ . 

Pour ( & H et y & N, on definit Faction a droite de y sur ( par ( ■ y := Jy*J( 011 J est 
la conjugaison modulaire de I'etat u. 

o 

Choisissons x G et definissons t] = x^. On ecrit r] = co'(x)^+/i+7 avec /i G Hi®H{2, 1) 
et 7 G H2®H{1, 1). Posons alors x = x — lj{x)1, rjo = /i + 7, rj = a{a*)-rj-a, 7 = a(a*) ■7-a 
et C = "/^o ~ 7 7- Bien evidemment 

ll/^f + hf = lie + 7 + 7f > llCf + hf + Il7f - 2|(C,7)I - 2|(C,7)I - 2|(7,7)l 

> 2||7f - Ihf - Il7f I - 2|(C,7)I -2KC,7)I - 21(7,7)1 • 

Exactement de la meme maniere que dans la demonstration du lemme 4.1 de j2Hl, on salt 
estimer tons les termes negatifs. On conclut que 

(4) II7IP < ||yu|p + 2||a||^ II a;a — a (a)2;||2 ||:r||2 + C(a) ||a;||2 H^lh • 

On obtient une estimation analogue a I'aide des elements h et c. En effet on pose rj' = 
a{b*)-r]-b, rj" = a{c*)-r]-c, /i' = a(6*)-/i-6et fi" = a{c*)-fi-c. On definit C' = "/^o-/^-/^'-/^"- 
On trouve que 

ll/if + hf >3||/if - I ll/if - yf\ - Ill/if - y"f\ - 2\{C,fi)\ - 2KC',^')| 
- 2| (C, I - 2| (/i, I - 2| (/i, I - 2| /i") I . 

On estime de nouveau tons les termes negatifs et on obtient 

2||yu|P < II7IP + 2||6p 11x6 - q;(6)2;||2 ||x||2 + 2||cp ||a;c - a;(c)a;||2 ||x||2 

(5) 

+ (C(6) + C(c) + 6||c6*|| |cu(c6*)|) ||x||2 ||x||2 . 

Comme ||/i|p + ||7|p = ||a;||2, une combinaisons des inegalites ((H) et (0) donne I'inegalite 
du lemme. □ 

A priori I'invariant r d'un facteur plein est difficile a calculer car on munit M de la 
topologie induite d'une topologie quotient. L'interet de la proposition suivante est de 
donner une formule pour I'invariant r en termes du groupe modulaire d'un seul etat 
fidele, sans qu'il faille connaitre Out A^. De la meme maniere que Shlyakhtenko deduit du 
lemme des 145 de Barnett son coroUaire 8.4 dans [23) nous deduisons du lemme H!T] le 
result at suivant, utilise dans le ^2.21 
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Proposition 4.2. — Soit Ni des algebres de von Neumann munies d'un etat fidele ooi, 
{i = 1,2). Soit {N,u) = {Ni,ui) * (A^2,t^2)- On suppose que Ni contient une suite (an) 
d' elements qui sont analytique par rapport a I'etat uj et satisfont 

(6) ll'^i/2('^n) ~ '^"11 , ||a*a„ — 1||, ||a„a* — 1|| ^ et uj{an) . 

On suppose que N2 contient des suites (bn), (c„) qui satisfont les memes conditions que 
(a„) ainsi que la condition u;(c„6*) — > 0. Alors, 

a) N est un facteur plein. 

b) Notons Ant{Ni,uJi) le groupe d'automorphismes de Ni preservant I'etat Ui et n : 
Aut(A^) — s> Out(A^) r application quotient. Alors, I'homomorphisme 

(7) Aut(A^i, cui) X Aut(A^2, ^^2) Out(A^) : (ai, as) ^ n{ai * ^2) 

est un homeomorphisme a image ferme. 

c) L'invariant t{N) est la topologie la plus faible qui rend continues les applications 
t a^' de R dans Aut Ni (i = l,2). 

Demonstration. — Soit (x^) une suite d'unitaires dans et G Aut(A^i, cji), (3^ G 
Aut(A'2?'^2) des suites d'automorphismes. Supposons que Ad(x^) o (a^ * /J^) id dans 
Aut(A^). II suffit de demontrer que \\xk — uj{xk)l\\2 —>■ 0. En effet, prenant = id et 
Pk = id pour tout k, on aura demontre que chaque suite centrale est triviale et que done, 
A^ est un facteur plein. On aura egalement demontre que I'homomorphisme ((Zj) est un 
homeomorphisme. Finalement c) resulte de b). 

Choisissons e > 0. Prenons n tel que JF(a„, 6„, c„) < e/2. Si A; — >■ 00, on a 

Wxhttn - (afc * Pk){an)xk\\2 = ||(id - Ad^xl) o (a^ * /5fc))(a„)||2 

et on a le meme resultat remplagant (a„) par (6„) ou (c„). II decoule du lemme H?T] qu'il 
existe uq tel que pour tout n > no on a \\xn — ci;(a;„)l||2 < s. □ 

On pent apphquer la proposition 14.21 a un produit libre {Ni,uJi) * ((A'2,^^2) * (A'3,u;3)) 
si chacune des algebres {Ni.uji) contient une suite (a„) qui satisfait les conditions (jHI). En 
effet, comme bn et c„ sont *-libres dans ce cas-la, on a automatiquement que ti;(c„6*) — 0. 
En particulier, il decoule de la proposition 12.31 qu'on pent appliquer la proposition 14.21 
a un facteur d'Araki- Woods libre associe a une representation orthogonale de M qui est 
une somme directe de trois representations, pourvu qu'on demontre que chaque facteur 
d'Araki- Woods libre contient une suite (a„) qui satisfait les conditions (P). 

Lemme 4.3. — Soit [Ut) une representation orthogonale de M sur I'espace de Hilbert 
reel H^. Soit V{H^,Ut)" I'algebre de von Neumann associee a I'etat quasi-libre libre ipu- 
Soit [at] le groupe modulaire de I'etat ipjj. Alors il existe une suite d'unitaires (u„) dans 
r(if]K, Ut)" qui sont analytiques par rapport a {at) et satisfont 

||o"2(iin) — ^^n|| ^0 uniformement sur des compacts de C, et (pu{un) . 
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Demonstration. — SiUt = id pour tout t G M, le lemme est trivial. On suppose done que 
(Ut) est non-trivial. Soit A I'operateur auto-adjoint strictement positif sur le complexifie H 
de i^M tel que Ut = A**. Soit J 1' anti-unit aire canonique de H et T = J A~^l'^ I'involution 
sur H associee a iJJt)- Comme A 7^ 1 et J AJ = A~^, on pent prendre A > 1 dans le 
spectre de A. Notons Xn la fonction indicatrice de I'intervalle [A — + ^] et prenons 
des vecteurs unite ^„ dans I'image de XniA). Comme JAJ = A~^, les vecteurs ^„ et 
seront ortlionormaux pour n suffisamment grand. On definit les elements x„ G T{H^, Ut)" 
par Xn = (-{in) + C-iT^ri)* ■ H Gst clair que x„ est analytique par rapport a {at) et que 
II ^^(xn) — A*^x„|| — > uniformement sur des compacts de C. 

Definissons I'operateur y„ = £(^„) + -^({J^n)* dans B{J^{H)). Alors ||a;„ — y„|| 
et d'apres le theoreme 12.51 I'operateur a une distribution sans atomes par rapport 
a I'etat vectoriel du vide qui ne depend pas de n. II existe done une function continue 
(7 : M ^ M telle que {exp{ig (y^yn))^, Q) = pour tout n. 

Choisissons e > et C C compact. Comme g pent etre approximee par des polynomes 
uniformement sur le spectre de ynVn, on pent prendre un poljTiome P avec des coefficients 
reels tel que |(exp(ip(?/*?/„))i7, Q)\ < e/2 pour tout n. On salt que ||o"^(a;*x„) — x*x„|| 
uniformement sur des compacts de C et que ||x„ — y„|| -^0. Pour n suffisamment grand 
u := exp(2P(x*x„)) est alors un unitaire dans T{H^,Ut)" qui satisfait ||cr2('u) — u\\ < e 
pour tout z E K et \ipuiu)\ < e. □ 
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